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Jlờ9Nố9%Mt 


Một trong những phương pháp rất mạnh trong toán học dùng nghiên cứu và 
chứng minh các giả thiết là nguyên lý quy nạp toán học. Phương pháp quy nạp 
được áp dụng sâu rộng vào hầu hết các dạng toán: Số học, Dãy số, Hình học, 
BĐT, Tổ hợp,...Trong báo cáo này tôi chỉ đề cập đến áp dụng của phương pháp 
quy nạp vào một số dạng toán về dãy số. 

Trong chương trình toán phổ thông thì toán về dãy số được phân phối thời 
lượng không nhiều, đặc biệt trong chương trình toán phân ban hiện nay đã lược 
bỏ nhiều định lỹ quan trọng.Trong phần lớn các kỹ thi thì dạng toán này hầu như 
không có. Toán về dãy số thường chỉ giành cho những học sinh khá giỏi trong 
các kỹ thi cấp Tỉnh và Quốc gia, do vậy nó càng ít được học sinh và cả giáo viên 
quan tâm đến. Phần vì dạng toán này cũng tương đối khó và trừu tượng đối với 
học sinh, học sinh gặp nhiều khó khăn và rất ngại khi gặp dạng toán này. 

Trong thời gian vừa qua tôi đã thu thập, tích lũy và hệ thống được một số dạng 
toán về dãy số nhằm phục vụ cho công tác giảng dạy, bồi dưỡng học sinh giỏi của 
mình. Với mục đích giúp học sinh tiếp cận một số dạng toán đặc trưng về dãy số 
do đó tôi lựa chọn đề tài này. Các bài toán được lựa chọn chủ yếu cho những học 
sinh khá, giỏi. Sự phân chia thành các dạng toán và những đánh giá của tôi là 
theo quan điểm chủ quan của mình, do đó không tránh khỏi những thiếu sót. 
Kính mong các thầy cô và các bạn đồng nghiệp đọc và cho ỹ kiến góp ỹ để tài 
liệu này được hoàn thiện hơn. 

Xin chân thành cám ơn ! 

Vĩnh Tường 5.2009 
Tác gìấi Nguyễn Minh Hải 
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PHẦN 1 . MỘT ỒỔ VẤN ĐÈ vỉ NGUYÊN LÝ QUY NẠP TOÁN HỌC VÀ DÃY ổố. 


I.Phương pháp quỵ nạp toán học 

Sau đây là ba dạng của nguyên lí quy nạp toán học thường được dùng trong những 
bài toán ở THPT. 

1. Đinh lí 1 . Cho n 0 là một số nguyên dương và P(n) là mệnh đề có nghĩa với mọi số tự 
nhiên n>n ữ . 

Nếu: 1°. P(n 0 ) là mệnh đề đúng 

2°. Nếu P(k) đúng thì P(k+1) cũng đúng với mỗi số tự nhiên k>n ữ . 

Khi đó mệnh để P(n) đúng với mọi số tự nhiên n > n ồ . 

Ví du 1 . Cho dãy số (u n ) xác đinh bởi: u n = n 2 . 

CMR tồng của n phần tử đầu tiên của dãy được tính: S n = ———— ■ 


Chứng minh . 

Với n = 1. Đẳng thức đúng. 

Giả sử ĐT đúng với n = k (k > 1), tức là có: S k = ——^ ■ 

6 

Ta chứng minh ĐT đúng với n = k+1, tức CM: S k+l = —— + + . 

6 

Thật vạy. Ta có = s, + (* + lý . *(* +1 X M + 1 > +(4 + l) 2 

6 6 

Vậy ĐT đúng với mọi số nguyên dương. 

2. Đinh lí 2 . Cho p là số nguyên dương và dãy các mệnh đề: P(l), P(2), ..., P(n),... 
Nếu: 1°. P(l), P(2), ..., P(p) là những mệnh đề đúng 

2°. Với mỗi số tự nhiên k>p các mệnh đề P(k- p + 1), P(k- p + 2), P(k) 
đúng, suy ra mệnh đề P(k+1) cũng đúng. 

Khi đó mệnh để P(n) đúng với mọi số nguyên dương n. 

Ví du 2 . Cho v 0 = 2,Vj = 3 và với mỗi số tự nhiên k có đẳng thức: v k+l = 3v k -2v k _ v 


CMR: v n = 2" +1. 


Chứng minh . 

- Dễ thấy mệnh đề đúng với n = 0, 1. 
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- Giả sử với mỗi số tự nhiên k> 2 mđ đúng với n = kvàn = k- l. 

Tức là có: v k = 2 k - 1 , v k _ Ả = 2 k ~ l -1 . 

-Ta chứng minh mđ đúng với n = k + 1. 

TV. Theo CT truy hồi v, +1 = 3v, - 2v,_, = 3(2* +1) - 2(2*-‘ +1) = 2 k+l +1. (dpcm) 

Vậy bài toán được chứng minh. 

3. Đinh lí 3 . Cho dãy các mệnh đề: P(l), P(2), ..P(n),... 

Nếu: 1°. P(l) là những mệnh đề đúng 

2°. Với mỗi số tự nhiên k > 1 các mệnh đề P(l), P(2),P(k ) đúng, 
suy ra mệnh đề P(k-l-l) cũng đúng. 

Khi đó mệnh để P(n) đúng với mọi số nguyên dương n. 

Dạng quy nạp này mạnh hơn dạng thứ hai ở bước quy nạp. 

Ví du 3 . Cho dãy số (u n ) xác đinh bởi: U n = x" + \, V /2 e N*,x e N*. ơ, e z. 

X 

CMR (u n ) là dãy các số nguyên. 

Chứng minh 

Với n = 1 mệnh đề hiển nhiên đúng. 

Giả sử với mọi số tự nhiên từ 1 đến k, u k là số nguyên. Ta CM u k+1 cũng nguyên. 

TV. u k+í = x k+l + = (x +V + - V) - + -ỉt) = «1 - u k - e z 

X X X X 

Vậy (u n ) là dãy các số nguyên. 
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n \í A I AỈ ẠĨ -4- a' /í \ ty AỈ 

. Một âô vân đê vê dãy sô. 

2.1. Dãy sô tăng, giảm (đơn điệu). 

ĐN . Dãy số (u n ) được gọi là dãy tăng nếu với mọi n e N* ta có u n < u n+1 . 

Dãy số (u n ) được gọi là dãy giảm nếu với mọi n £ N* tã. có u n > u n+1 . 

Dãy số tăng và dãy giảm được gọi chung là dãy đơn điệu. 

2.2. Dãy bị chặn. 

DN +) Dãy số (u n ) được gọi là dãy bị chặn trên, nếu tồn tại một số M sao cho 

u n < M,\fn e N*. 

+) Dãy số (u n ) được gọi là dãy bị chặn dưới, nếu tồn tại một số m sao cho 

u n > m,\/n e N*. 

+) Dãy số (u n ) được gọi là dãy bị chặn nếu nó vừa bị chặn trên vừa bị chặn dưới, 
tức là tồn tại các số m, M sao cho m < u n <M,\/neN*. 

(<=> 3 M > 0 : \u n \ < M,\/n e N*) 

2.3. Giới hạn dãy số. 

DN 1 . Dãy số (u lt ) có giới hạn 0 nếu với mỗi sô dương nhỏ tuỳ ý cho trước, mọi sô 
hạng của dãy sô, kê từ một sô hạng nào đó trở đi, đều có giá trị tuyệt đối nhỏ 
hơn sô dương đó. Ta viết lim(uj = 0 hoặc limu n = 0 hoặc u n —> 0. 

Cách phát biểu mới này giúp học sinh hình dung được dãy số có giới hạn 0 một cách 
thuận lợi hơn, tuy nhiên định nghĩa này khó diễn đạt trong khi chứng minh một số định 
lý về giới hạn. Do vậy tôi xin trở lại định nghĩa trước đây: 

DN 2 . Ta nói rằng dãy sô (uj có giới hạn 0 nếu với mỗi sô dương £ bất kỳ, tồn tại 
một sô nguyên dương N sao cho Vn E N*,n > N =>| u n |< 8. 

Ta viết lỉm(u n ) = 0 hoặc lỉmu n = 0 hoặc u n —>0. 

ĐN 3 . Ta nói dãy số (u n ) có giới hạn là số thực L nếu lim(u n - L) = 0. 

Ta viết lim(uj = L hoặc limu n = L hoặc U n —>L. 

ĐN 4 . 

- Ta nói dãy sô (uj có giới hạn +oonếu với mối sô dương tuỳ ý cho trước, mọi sô 
hạng của dãy sô, kể từ một sô hạng nào đó trở đi, đều lớn hơn sô dương đó. 
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-Ta nói dãy số (uj có giới hạn -oonếu với mỗi sô âm tuỳ ý cho trước, mọi sô' 
hạng của dãy sô, kể từ một sô hạng nào đó trở đi, đều nhỏ hơn sô dương đó. 
Đinh lí 1 . Cho hai dãy số (u n ) và (v n ). 

Nếu I u n l < v n với mọi n và limv n = 0 thì limu n = 0. 

Đinh lí 2 . Nếu I ql < 1 thì lim q n = 0. 

Đinh lí 3 . Giả sử lim u n = L. Khi đó: 

a) lim I u n l = I L I và lim-ựũV = vu 

b) Nếu u n > 0 với mọi n thì L > 0 và lim = vu 

Đinh lí 4 . Giả sử lim u n = L, lim v n = M và c là một hằng số. Khi đó: 

litn(w n ±v n ) = L±M. \\m(u n ,v n ) = L.M 

lim(c.u ) = C.L lỉm— = -U. nếu M ^ 0. 

v n M 

Đinh lí 5 . Nếu lim lu n l = +00 thì lim— = 0. 

u n 

Vận dụng các kết quả trên, ta có thể chúng minh được các định lý sau: 

Đinh lí 6 .(Điều kiện cần) Một dãy sô có giới hạn thì nó bị chặn. 

Đinh lí 7 . (Duy nhất) Một dãy sô có giới hạn thì giới hạn đó là duy nhất. 

Đinh lí 8 . (Giới hạn kẹp) Cho ba dãy số (u n ), (v n ), (w n ) thỏa mãn: 

1°. V < u < w , V n e N*. 

n n n ■ 

2°. lim v n = lim w n = A thì lim u n = A. 

Ta thừa nhận định lí sau đây. 

Đinh lí 9 . (Điều kiện đủ- Định lí Waiesstras) 

Một dãy tăng và bị chặn trên thì có giới hạn. 

Một dãy giảm và bị chặn dưới thì có giới hạn. 

Hiện nay bốn Định lý trên không được giới thiệu trong chương trình, tuy nhiên có 
thể chứng minh được Định lí 6, 7, 8 từ các định lý có sẵn. Trong báo cáo này tôi vẫn 
xin được sử dụng để các dạng toán được đa dạng hơn. 
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2.4. Cấp sô cộng. 

Đinh nghĩa . Cấp số cộng là một dãy số, trong đó, kể từ số hạng thứ hai mỗi số hạng 
đều là tổng của số hạng liền trước với một số không đổi gọi là công sai. 
Tính chất . Cho cấp số cộng ( u n ) công sai d, khi đó V/ỉ e N* ta có: 

1°. u n+] =u n +d; u n = Uy + (n - \)d. 


3°. s„ =u ỉ +u ĩ +... + u n = ỉ ^(u l +u n ) = ^[2u l +(n-ỉ)dị 

2.5. Cấp sô nhân. 

Đinh nghĩa . Cấp số nhân là một dãy số, trong đó, kể từ số hạng thứ hai mỗi số hạng 
đều là tích của số hạng liền trước với một số không đổi gọi là công bội. 
Tính chát . Cho cấp số nhân ( u n ) công bội q, ta có: 

1 °- U n+\ =U n- ( ỉ’ U n =U v q n -\ 

2 °-k + il=A- m »+2 

n n -1 

3°. S n =Uy +u 2 +... + u n =u v - — 7 -; (q* 1) 

q-\ 

Tổng của cấp số nhân vô hạn công bội q (I q I <1) 

s = lim5 n = limM r —— = (ợ ^ 1) 

q- 1 1 -q 

III. Một Số dạng toán về dãy số thường gặp. 

1. Chứng minh dãy sô tăng, giảm, bị chặn, dãy có giới hạn. 

2. Chứng minh dãy sô lập thành cấp sô cộng, cấp sô nhân, tính chất của cấp số. 

3. Tìm công thức tổng quát của dãy số. 

4. Chứng minh dãy sô có giới hạn và tìm giới hạn dãy số. 

5. Một sô dạng khác: BĐT về dãy sô, chứng minh tính chất chia hết, chứng minh 

dãy sô nguyên . 
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PTTẦN 2 . ẤP DỤNG THONG GIAI TOÁN 
I. Chứng minh dãy số tăng, giảm và bị chặn. 


Bài 1.1 Cho dãy (u n ): 


ị Mj =ì,u 2 = 2. 

k = 2 *Vl+ W „-2>»^3. 


CMR: u < 


í 




,V /2 e N*. 


Giải 

Ở bài toán này u n cho bởi công thức truy hồi, được tính theo u n _2 và u n _2 do đó ta 
vận dụng nguyên lí quy nạp thứ hai để chứng minh. 

- Với n = 1, n = 2 mệnh đề đúng. 


- Giả sử mđ đúng với n = k - 1, và n = k ( k >1), tức là có: u n _ x < 

- Ta chứng minh mđ đúng với n = k + 1. 

' cC\ n ( Y\ n+X 

. (đpcm) 


í-ì 


n -1 




/cA" 





ị 5 ^ 

/ 2-1 

( 5 ^ 

n 

r5 ì 

+ u 2 — 2 . 


+ 


< 



UJ 




u. 


Bài 1.2 Cho dãy (u n ): 


U n + 1 = 


U ] = 1 . 

. . 3(/i + 2) 

-u„ +— - -,n e N 


2(n +1) " 2(n +1) 


a) . CM dãy số bị chặn trên. 

b) . CM dãy số tăng. 

Giải 

Đây là bài toán không khó nếu dự đoán được dãy sô bị chặn trên bởi sô nào thích 
hợp nhất? Ta có thể xuất phát từ yêu cầu thứ hai của bài toán: 


Có: u n+l -u n = 


(3 -u„)(n + 2) 

n + l 


> 0 => 11 < 3. 


a) . Ta CM quy nạp theo nguyên lí thứ nhất: u n < 3,v« e N*. 

- Giả sử mđ đúng với n = k khi đó có: 

k , 3(* + 2) ^ 3 k , 2>{k + 2) „ 

u k+\ — 7777-77 u k 7777-77 < 7777-77 + 7777-77 — 3 

2{k + \) 2(k + 1) 2{k + 2) 2(k + ỉ) 

- Vậy mđ đúng với n = k +1. 

b) . Theo phần (a) có: u n+x -u n = — ^dC + 2) > 0. 

11 +1 


Vậy dãy (u n ) tăng và bị chặn trên. 
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Bài 1.3 Chứng minh dãy u n = (1+-)" là dãy tăng và bị chặn trên. 

n 


Giải 

+) Ta chứng minh u n < 3,v« e N *. 

- Với n = 1, n = 2. BĐT hiển nhiên đúng. 

_ _ 1 k k 1 

- Với n > 3, ta chứng minh BĐT phụ sau đây: (l + -) k <l + - + -j,Vk :ỉ<k <n. (1) 

n n n 

TV. - Với k = 1, BĐT đúng . 

- Giả sử (1) đúng vớik (\<k<n-\), tức : (1 + -)* <1 + - + ^—. 

n n n 

Tỵ ri- .. 1. £+1 /1 , h /1 . hi /1 . h/< . c c k + \ k~+k k~ 

Khi đó: (1 + —) A+1 < (1 + —)(1 + —) A <(1+—)(1+— + ——) = 1 + + _ -1 + 2_ 

n n n n n n n n n 

Mặt khác dễ dàng CM: ^±^ + ^-<-^±111 

n n n 

=> (1 + —/ +1 < 1 + ^1+ ^ ■ Vậy BĐT đúng với k + 1. 

n n + 1 (n + 1) 

KL. BĐT (1) đúng với mọi số nguyên duơng k, (1 < k < n ) 

-) Vớik = n ta có : (1 + -)" <l + - + -^ị = 3. 

n n n 

+) Chứng minh dãy tăng. 

Áp dụng BĐT Cauchy cho n + 1 số duơng không đồng thời bằng nhau, ta đuợc: 

i+(i+-)+(i+-)+...+(i+-)>(«+i)»W(i+-)\ 

n n n V n 


+ «+'/(1 + -)" => (1 + > (1 + -Ỵ => u n+1 > u , v« e N *. 


n +1 


n +1 


Bài 1.5 Xét tính đơn điệu, bị chặn của các dãy số sau: 


1 °. 


u t =2 


u„ +1 


U n + 1 = ■ 


,n e N*. 


2 °. 


Uị = \Ỉ2 
{u n+ i = y]2 + u„,neN*. 


Giải 

1°. Bằng quy nạp ta chứng minh (u n ) là dãy giảm và bị chặn duới bởi 0. 
2°. Bằng quy nạp ta chứng minh (u n ) là dãy tăng và bị chặn trên bởi 2. 
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II. Công thức tổng quát của dãy số. 

Bài 2.1 Cho dãy (u n ): I Ml =2 ’^ 2=3 ' CMR M n =2" 1 +l.Tính s n . 

K + 1 =3u n -2u n _ ỉ ,n>2. 


Giải 

Quy nạp. Vớin=l;n = 2. Đúng. 

Giả sử mđ đúng với k-1 và k (k > 1), ta chứng minh mđ đúng với n = k + 1. 

Thật vậy : Có u k _, = 2 k ~ 2 + 1, u k = 2*-' +1 => u k+ị = 3(2 W +1) - lự- 1 +1) = 4.2^ 2 +1 = 2* +1 . 
Mệnh đề được chứng minh. 

Khi đó: s n = «, + u 2 + ... + u n = 1 + (1 + 2) +... + (1 + T~ x ) = T+n-\. 


Bài 2.2 


Cho dãy (u n ): 


Uị = -2 





a) CMR: u n <0,Vn^N*. 


b) Đặt v„=^±i CMR v n =|-n,Vn. 

u„ 2 

c) . Tìm CTTQ tính u n ,S n =Uị +u 2 + ...u n . 

Giải 

a). Chứng minh bằng quy nạp. 

- Với n = 1 mđ đúng. 

- Giả sử mđ đúng với n = k ( k > 1), tức u k < 0 . Khi đó u k < 0 , 1 - u k > 0 => u k+l = < 0 . 

ì-u k 


- Vậy mđ đúng với n = k +1. 

b). Ta có: u n+ì = => u n .u n+l = u n+ỉ -u n . 

ì-u n 


n +1 


— v„ 


u n+ 1+ 1 M „ +1 _ u n- u n + x _ 1 

U n +1 U n U n- U n+\ 


=> v n+1 = v„ - 1 => (v B ) là CSC công sai d = -1, 


Uị +1 —2 + 1 1 

u x -2 2 


=> v n = V 1 + (« - = 2 + “!)(—!) = I - «• 


Từ 


1 


1 _ -2 
v n — 1 2« -1 


Các/| 2. CM quy nạp. 
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blịi+ýt*. Mud- H&- 7HPĨ u ỵ.e*y - lưìthỳ - \frh& Ỷ&dc 


Bài 2.4 Cho dãy (u n ): j ỉ,Ul 2 ' _ CMR: u n = (/7 -1) 2 +1. Tìm S n ? 

[u n+l =2u n -u n _ l +2,n>2. 

Giải 

- Hiển nhiên công thức đúng với n = 1, n = 2. 

- Giả sử công thức đúng với n = k - 1, n = k tức: u k _ x ={k- 2) 2 +1; u k = (k - 1) 2 +1 
Khi đó: u k+í = 2 u k -u k _ x +2 = 2[(k - 1) 2 +1]- [(k- 2) 2 +1] + 2 = k 1 +1 = [(k +1)-1] 2 +1 

Vậy công thức đúng với n = k + 1. 

Khi đó: S n = (n-lý + (/7-2) 2 + ... + 1 2 + /7 = ———— -/7. 

6 

Chú ý : Nếu bài toán yêu cầu chứng minh u n - 1 là sô chính phương thì cách làm 


hoàn toàn vẫn như vậy. 


Bài 2.5 Cho dãy (u n ): 


í Wj = 3, u 2 = 2. 

H +1 =2>u n -2u n _ ì -l,n>2. 


CMR: u = u, +/7 + 2 = -2" + 77 + 4. Tính S n ? 
" q -1 1 


Giải 

Quy nạp: Giả sử: u k _ t = -2 k ~' + (k - 1) + 4; u k = -2 k + k + 4 


=> u n+] = 3 u n -2u n _ x - 1 = 3[-2 A + k + 4]-2[-2* _I + k + 3]-1 = 8.2*' 1 +k + 5 = -2 k+l + (k +1) + 4 

Bài 2.6 Cho dãy (u n ): u n = - “"- 1 - ,K 0 + ^-,V/7 e V*. Tim CTTQ của u n ? 

2.1/„_ 1 +1 2/7 

Giải 

- Nếu u 0 =0=> u n = 0, V/7 e V. 

- Nếu u ữ + 0. Bằng quy nạp ta chứng minh đuợc u n + 0, V/7 e N. 

Khi đó: — = 2u "-' + ì =2 +—■ 


Đặt v„ = — => v„ = 2 + v„_, =í> (v„ ) là CSC công sai d = 2. 

u n 


=> V K =v ũ +nd = — + 2/7 => 
«0 


1 _ Họ 
v n 2n.u ữ +1 
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Mud- H&- ĨHPĨ lé ĩità+ý - Vx*Ậ Ỷ&tc 


III. Tìm giỏi hạn của dãy số. 

Nếu dãy sô cho bởi CTTQ thì ta thường sử dụng các phương pháp tính giới hạn của 
dãy số để tính. Trong nhiều trường hợp ta phải biến đổi CTTQ đó về dạng đơn giản 
hơn trước khi tính giới hạn. 

Một sô phương pháp tính giới hạn của dãy số: 

- Nhăn liên hợp, đối với giới hạn dạng 00-00 

- Chia cả tử và mẫu cho lũy thừa bậc cao nhất của n, đối với giới hạn dạng —; 


Kết hợp hai phương pháp trên cho giới hạn dạng 


00 — 00 00 00 — 00 0 


00 00 — 00 00 — 00 u 

- sử dụng định lý giới hạn kẹp 

- Sử dụng điều kiện đủ đê dãy sô có giới hạn, thiết lập biểu thức về giới hạn. 
Kết quả giới hạn là nghiệm của một phương trình nào đó. 

Bài 3.1 Tính các giới hạn sau: 


A = lim (ịỊn 2 -n’ + n) 


c = lim 


n 2 + 




E = lim 


\Ịn 4 +1 - n 

4.3”+7” +1 
2.5"+7” 


ị 


D = lim 


n +n -\Ịn 
3" + 2" +1 


F = lim 


2”+5.3” 

\Ị4n 2 +1 - 2 / 2-1 
\Jn 2 +4/7 + 1 —n 


HD. 

T = ị;5 = o); c = 0; D = ị; E = 7; F = -ị. 
3 5 2 

Bài 3.2 Tính giới hạn của các dãy số sau 


A = lim 


1 


11 _ 

1.2 2.3 n{n + \)j 


í 


5 = lim 


1 1 

- + —-— + ... + - 


1 


1.2.3 2.3.4 


n(n +1 )(n + 2) 


2 3 n 




D = lim 


2/7-1 


“T + “T + “T + - + - 2 

V /7 n n /7 


E = lim-^( r 1 J= + J= 1 f- +...+ 1 T~~rz = ) {Đề thiỈỈSClóp 11 nỗm 2007} 
4n VĨ + V3 V3+V5 V2/7-1 + V2/7 + 1 
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blịi+ýễ*. Mud- H*4. 7HPĨ u ỵ.e*y - 7ưìe**ị - tyx+Ậ fẬiíc 


Học sinh thường áp dụng sai công thức tính giới hạn của tổng và tích các dãy số. 
Hai công thức này chỉ áp dụng đôi với tổng và tích hữu hạn các dãy sô. Học sinh 
thường áp dụng cho tổng, tích vô hạn dẫn đến kết quả sai. 

Giải 

a). Nhận xét: - = —+— ~ n =— —,V«eiV* 

n(n + \) n(n + ỉ) n n +1 


=> u 


n 


1,1, 1 0 , A 0 , , , 1 0, 1 

— + —-—— — (1 ——) + (— — —) + ... + (—- — —) — 1 —— 

1.2 2.3 «0 + 1) 2 2 3 n- 1 n n 


=> Ẩ = lim u n = lim(l - —) = 1. 

n 

b). Nhậnxét: —- — + ^ !! =^-( , 1 — ——ị -—),Vne7V* 

n(n + ỉ)(n + 2) 2«0 + l) 2 n(n + 1) (« + !)(«+ 2) 


=>M n = —-+-— = V[+---+) + (+--77-) + ■■■ + ( — - --—)] 

1.2.3 2.3.4 n(n + \)(n + 2) 2 1.2 2.3 2.3 3.4 n(n + 1) 0 + 1)0+ 2) 

_ 1 1 _ __ 1 
=> u -777-— => B =.■ 

n 4 2(n + 1)0 + 2 ) 4 

^ _ _2 2 -l 3 2 -l n 2 -l _ 1.3 2.4 (>-1)0 + 1) _/i + l _^_1 

c). 70 • 70 õ 7 _ • 7 I - • • • • 7 —^ 70• 

" 2 2 3 2 n 2 2.2 3.3 n.n 2n 2 

1 + 3 + 5 +... + (2n — 1) n~ 

á).u n =-4+-- = ~2 =>£ = !• 

n n 


. Ta ró- 1 yj2n + \ —yỊĩn — ị V 2n + 1 V2«-l 

V2«-l + V2« + l ~~ (2/7 +1) — (2/7 — 1) _ 2 2 


Vn > l. 


=> u 


n 


1 ( 1 | 1 t t 1 ) 
\fỉĩ Vĩ + V 3 V 3 + V5 V 2n — 1 + V 2ỉì +1 


_ 1 Jĩ 1 s A ( ^n+\ V^Õ _ 1 V2+T-I 

“V^T 2 )+( T 2 + ’" + ^ 2 2 )J ~Tn 2 

V2n + l-l_V2 

=^>2ì=lim«„ = l im - -7=— = -—. 

2 vv 2 


Bài 3.3 Tính các giới hạn sau 


T = lim 


1 + 2 + 3 + ... + /7 
2« 2 + /2 + 3 


5 = lim 


1 + 2 2 +3 2 +... + H 2 
4« 3 +1 


c = lim 


1 + 2 3 +3 3 +... + « 3 
n 4 + 3n 2 +1 


c = lim 


1 + 3 2 + 5 2 +... + {2n - 1) 2 
3« 3 - n + 4 
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NỳiýU. Ml+Ậ HÀI. ĨHPĨ Lĩ Xe*ý - \fc*Ậ - \fe+Ậ fẬác 


Giải 

Để đơn giản biểu thức ta chứng minh quy nạp các công thức sau: 

n(n + l) ,0 ,, 2,-2 


f. 1 + 2 + 3 + ... + « = - 


0 1 , 02 , 02 , , 2 _ n{n + \){2n + \) 


2 . l + 2 2 +3 2 +... + n 2 =- 


3». 1 + 2 2 + 3 2 +... + B 2 = 1 + 8(„ -1) + 19 ( ” - ‘X" - 2) +(„ -1)( B - 2)(n - 3) + (,! - 1)(,! - 2) <” - 3)( " - 4) 


4°. 1 + 3 2 +5 2 +... + (2/ì - 1) 2 = ' 11(2/1- l)(2n +1). 
- Khi đó ta CÓ được các kết quả sau: 


A=' 

4 


B = t~. 
12 


c = i. 

4 


z>4 

9 


Trong nhiều bài toán ta không thể đơn giản được CTTQ để sử dụng hai phương pháp 
nhân liên hợp, hoặc chia cho lũy thừa của n. Khi đó hãy nghĩ đến Dịnh lí giói hạn kẹp 
Bài 3.4 Tính giới hạn sau. 


A = lim 


f \ 1 1 A 


I H- Ị = +...H- j 

y n~ +1 v« 2 + 2 V« 2 +«v 


« lì,,, 1 '4 " 
2.4.6.(2«) 


Giải 


a). Ta có: ĩ ĩ < , ĩ < ĩ - \/keN,l<k<n. 


\ln 2 + n yịn +k 'in +1 

^ _ 1 , 1 , 1 

- U n - fỸ= + / 2 + " + 7-- - 

\Jn +1 'Ịn +2 V' 

= 1 




n 


n + n 


V .. n n 

mà lim — . = lim 




« +« 


v » 2 +1 


n +n 'ịn +1 
lim« = 1 => T = 1. 


b). Đặt = 


1.3.5.7.(2« -1) 


0 < ui < 


2.4.6.(2«) 

1 


2 _ 1.3 .5 .7.(2»-l) 2 35 (2«-l).(2« + l) 1 

u " 2 2 .4 2 .6 2 .....(2«) 2 _ 2 r ‘4 2 "'" (2Í0 2 '2« + l 


2 « +1 


0<u„ < 


" V2« + l ’ 


mà lim 


V2« + l 


= 0 => 5 = limw„ = 0. 


£>ới với những bài toán mà dãy sô cho bởi công thức truy hồi, hoặc cho một hệ thức 
liên hệ giữa các phần tử thì ta tiến hành như sau: 

- Tìm CTTQ của dãy sô sau đó tìm giới hạn. 

- Nếu không tìm được CTTQ thì ta sử dụng điều kiện đủ để dãy sô có giới hạn. 
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A/^í^ễh. Wa. ĨHPĨ u ỵ.e*y - - \frh& fẬác 


Chứng minh dãy tăng và bị chặn trên hoặc giảm và bị chặn dưới. Sau đó đặt giới 
hạn vào công thức truy hồi hoặc hệ thức liên hệ giữa các phần tử ta thu được một 
phương trình với ẩn là giới hạn cần tìm. 

Bài 3.5 Cho dãy (u n ): u n = v« > 2. a > 0, Uị > Vỡ. 

2 M„_1 

CMR (u n ) có giới hạn. Tính giới hạn đó. 

Giải 

- CM quy nạp u n > Vã, V /2 e N*. 

BĐT Cauchy: u„ +-^-) > V 2 Ằ u n-V~^— - Vã. 

2 M n -1 2 ^ M n _, 

Dấu bằng không xảy ra. => > Vã. 

- Ta chứng minh (u n ) là dãy giảm. 

1 («„,+ 2 ) 

Ta CÓ: — = ———^2_ = v+-ì-<i+i = i => M)I >M ); _j,Vw>1 => (í/„) là dãy giảm. 

«»-1 2m„_, 2 M„_1 2 2 


=> 3 z = limi^ > O.Ta CÓ: z = limw n = lim — (M n _! +-^—) = ——^=>Z = Vã. Vậy lim«„=Vã. 

2 «„_! 2 

Chú_ý. Ở bài toán trên, thực ra chỉ cần giả thiết a > 0,Mj > O.ẢTỉí đó việc chứng minh 
hoàn toàn tương tự. 

- Nếu u l = \[ã => u n = Vỡ, Vn e jV* => limM M = Võ. 

- ^ vv => w„ > \fã, \/n> 1 => H n > 0, Vn. => lim u n = Vỡ. 

Bài 3.6 Cho dãy (u n ): «„ = ị (2 u n _ x + -f-), Vn > 2. a>0,u Ả > ựã. 

3 M n _, 

CMR (u n ) có giới hạn. Tính giới hạn đó. 

Giải 

- Tuơng tự bài 4.6 ta CM quy nạp. u n > ị[ã,\/n <E V; (w„) là dãy tăng. 

1 a 2L + JĨ 

- Đặt => 3 z = lim u n > O.Theo gt có: z = limw (I = lim—(2M n _! +—T—) = — => L = ịfã. 

3 , 3 


V ậy lim M n = Vỡ. 
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blịtoyễ*. Mud- H&- ĨHPĨ Ll ỵ.e*y - lưìe**ị - Ỷ&tc 


Chủ ý : ở bài toán trên, thực ra chỉ cần giả thiết a > 0,Mj > O.Khi đó việc chứng minh 
hoàn toàn tương tự. 

- Nếu u l = ịfã => u n = ịfã, \/ne N* => lim u n = >/ỡ. 

-Nếu Uị^ị[ã => u n > ị[ã,\fn > 1 =>M n >0,V«. => lim» n = -v/ã. 

Bài 3.7 Cho dãy (u n ): 0 <u n <1 và W„ +I (l-M„)>-Ị. Tính limu n ? 

Giải 

- Chứng minh dãy (u n ) tăng và bị chặn trên. 

Theo gt hiển nhiên (u n ) bị chặn trên. 

Áp dụng BĐT Cauchy: M n+1 +(1-K n ) >2^u n+l (\ + u n ) >2.ị = l =>u n+1 >u n ,VneN*. 


=>(Un) tăng 

Vậy (u n ) có giới hạn, đặt a = lim u n . =>lim[M n+1 (1 - u n )]>^ => a(l-a) > -^ <=> a = ^. 

Bài 3.8 Cho dãy (u n ): Mj =3, M n+1 =w„ 2 -3w„ +4, v« > 1. 

a) . CMR (u n ) là dãy đơn điệu nhưng không bị chặn. 

b) . Dãy (v n ) xđ: v n = —'—- +——-+...+— ì—,n >1. có giới hạn, tính giới hạn đó. 

Uị - 1 «2 - 1 u n — 1 

Giải 

a). Quy nạp. - Ta có: u 2 = u 2 -3«! +4 = 4>3 = Mj. 

- Giả sử u n > ỉY„_j.Ta CM M n+1 > u n . (*) 

TV. (*) o u n+ị = u 2 n - 3 u n + 4 > u„ « (w n - 2) 2 > 0 (đúng). Vậy (u n ) là dãy tăng. 

+) Giả sử (u n ) là dãy bị chặn khi đó (u n ) là dãy có giới hạn, đặt lim u n = a. 

Khi đó -). (u n ) là dãy tăng, u n >3 ,\/neN =>a = lim u n > 3. 

-). a = limM n+1 = \imịụ 2 n -3u n +4) = a 2 -3a + 4 => a = 2. (Vô lý) 

Vậy (u n ) là dãy không bị chặn. => lim u n = + 00 . 


b). Từ u n+l = ul - 3u n + 4 => u n+l -2 = (u n - l)(ụ n - 2) 


11 11 

=> —— = -— 1 - — = — - —— . 

“»+1 (« 1 .-!)(“»-2) u n -2 u n -\ 


11 1 

u n -\ u„- 2 u n+l - 2 
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blịtoyễ*. Mud- H&- ĨHPĨ L£ ỵ.e*y - Tf*«frý - VuJ- fẬúc 


111 

■v n =——- +-—— + ...+-—— 

w, -1 Ui -1 u„ — 1 


"1 x **2 

r 


1 1 


0 < V = 


m i-2 m „ + i-2. 


< 


Wj -2 


1 Uj 2 W-J 2 y 


(v„)b/c. 


+ 


1 1 


ỉ/ọ 2 2 y 


+ ...+ 


1 1 

- + - 


\ U n~ 2 U n+\ ~ 2 ) 


Vì u n > 3 => (v„) là dãy tăng. 


lim V = lim(—ỉ—-ỉ——) = —ỉ— = 1. 

Uị - 2 M„ +1 -2 Uị-2 
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blịtoyê*. HÀI. ĨHPT Iâ Xoa if. - Vz+Ậ T - Vx+Ậ Ỷ&úc 


IV. Một âố dạng toán khác 

Bài 4.1 Cho dãy (u n ): I u " ~ Un u " +l CMR: u n < —, v« e N*. 

[u n > 0, V/7 e N . n 

Giải 

Chứng minh Quy nạp. 

- Với n = 1, có: u x <u x -u 2 <u x =>u x (u x - 1)<0 => u x < 1. (do u n > 0, v«) 


Vậy mđ đúng với n = 1. 

- Với n = 2, có: w 2 => M, < M, -M. 2 = — -(m. -Ạ) 2 < — 

112 1 2 1 1 4 2 4 2 

Vậy mđ đúng với n = 2. 

- Giả sử có: u n <—,(«>2). Hàm số /(jc) = x-x 2 đồng biến trên đoạn [0,^]. 

n ■ 2 

-pv <3 _ 1 r,. 3 _ 1 1 « + l « + l 1 1 1 1 

n n n n n(n + \) n 2 (n + ỉ) n +1 «(n + l) « 2 (« + l) »(» + !) 


■“„+1 ^/(“„) = 


1 


! Vậy mđ đúng với n+1. 


»4-1 «(»4-l) »4-1 


Mệnh đề được chứng minh. 

Bài 4.2 Cho hai dãy (a n ) và (b n ) xác định bởi: a n+x = a„+^~; a x ,b x > 0. 

K 


b n+x = b n + —, v» € N*. CMR : a„ + b n > 2\Ịĩn, v» > 2. 


Chứng minh bằng Quy nạp. 

- Dễ ràng chứng minh a n ,b n > 0, v» <= N*. 

- Với n = 3 ta có: a 2 .b 2 = (a x +Ậ-).(b x 4- — ) = a x .b x 4— ỉ— 4-2 > 4 . 

b x a x a x .b x 

a 3 i >3 = (a 2 + Ậ-).(b 2 4-—) = a 2 .b 2 4-2-}- —.-ỉ-> 44-2 = 6. 
b 2 a 2 a 2 b 2 

=> »3 4-63 > 2^/a 3 .ồ 3 > 2V23 Vậy mđ đúng với n = 3 . 

- Giả sử mđ đúng với n = k ( k >2), tức: a k +b k >2yị2k. 

- Ta chứng minh mđ đúng với n = k 4 - 1 . 
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Nỷt*yêi« Mud- HÀI. ĨHPT Iâ Xoa if. - Vz+Ậ T - \fc+Ậ ịẬúc 


TV. Ta có: al +x -(a k +—) 2 -al+— ĩ + 2ý L ; bị +x - (b k + — ) 2 - bị + — + 2 —. 

h K b k a k 


2 a k+v b k+ì =2a k .b k +A + 


a k .b k 


Suy ra: (a k+l + b k+l ) 2 = (a k + b k ý + 


(- + ị) 2 +4a,4 


+ K 


Cosi 

+ 4 >(#£+ố£) + 4 + 4 > 8£ + 8. 


+ b k > 2+2(^ + 1 ). V ậy mđ đúng với n = k + 1 . Kết luận. a n + b n > 2\Ịĩn,\/n>2. 


Bài 4.3 Cho dãy(u n ): u 0 =]-, u k = u k , +—.u 

2 22 


2 

k-ỉ 


CMR : 1 - — < w n < 1. 
22 


Giải 

+) Ta có: u k -u k _ x = -.«+ Bằng quy nạp chứng minh đuợc u k >u k _ x ,Mk = 1.22 

22 


u k ll ị I li /. I 1 1 lỉ Ị. I 

u k - u k-\ = - •«;-! => ^<=> ——- = - AzL 


1 ..2 
. 1 ' 

22 


u k .u k _ị n.u k u k ị u k n.u k 


~ .. w , — _ 1 11 . 1 11 .1 11 

ưo >u k _ l ,vk = 1.22 => -<— ; - = ; - = — 


11,. 22 u k _j 11, , /2 22 n 22, /ĩ 


_ 1 1.1 K , A K , , 1 1 . 1 . . 

=^> —-— = (—-—) + (—-—) + ... + (—-—)< — < 1. =í> 2 —— < 1 => u k <\. 

Mq ỉ/q blị Uị U2 Yl ^ k 


\ y • . 1 1 22, , u k , 1 1 

+)Lạicó: —- — = 22zL = - * - =—-—>—2-. 

u k _ị u k n.u k n.u k _, + u k _ị n + u k ! /2 +1 

1 111 111 11 1 1 22 , 1 

=^>—-—-—-—-— >—— = 1-—-. 

u k _ị u k 22 + 1 u k _2 u k _ x 22 + 1 u 0 22 , 22 + 1 Ỉ 2 0 u k 22 + 1 22 + 1 

=> u k > = 1 > 1 . Vậy mđ đuợc chứng minh. 

22 + 2 22 + 2 22 

Bài 4.4 Cho dãy so xac đinh: u n — 4 +1522 — 1: v n — 10 +1822 — 28. 

CMR : u n \ 9; V B :27, V/I e JV. 

Giải 

+) Chứng minh u n \9. 

- Dễ thấy mđ đúng với n = 0, n = 1. 

- Giả sử mđ đúng với n = k, có nghĩa u k :9. 

Khi đó: u k+l = 4* +1 + 15(Ấ; + 1)-1 = 4(4* +15Ả:-l) + 18 = 4.M Jt +18:9 Vậy mđ đúng với n = k+1. 
Bài 4.5 Giảsửp/t: ax 2 +bx + c = 0 (a ^ 0) có hai nghiệm x,,x 2 . Đặt S n = x" + x 2 , n E N*. 
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a. CMR: a.S n +b.S n _ 1 + c.S n _ 2 = 0,Vn e N,n > 3. 

b. Giả sửa = c= 1, b = - 4. CMR: S n không chi hết cho 3. 

Giải. 


a. Ta có: < 


aXj 2 + bXj + c = 0 
ax 2 2 + bx 9 + c = 0 


aXj n + bx^ 1 + cxỊ 1 2 = 0 
ax 2 n + bx 9 n_1 + cx 9 -2 = 0 


=> a(x” + x”) + b(x“-‘ + x^- 1 ) + c(xj 1-2 + x"- 2 ) => a.S n + b.S n _, + c.S n _ 2 = 0, Vn e N,n > 3. 
b. Ta có: Sị = Xị + x 2 = 4. không chia hết cho 3. 

S 2 = X 2 +x 2 = (Xj +x 2 ) 2 -2 xjX 2 = 16-2 = 14 không chia hết cho 3. 

Giả sử Sị^ị, s k (k >l)không chia hết cho 3, ta chứng minh S k+1 cũng không 
chia hết cho 3. Thật vậy. Theo (a) có: S k = 4S k _! -S k _ 2 không chia hết cho 3. 

Bài 4.6 Giả sử x 1; x 2 .là hai nghiệm của p/t: x 2 -x-5 = 0. CMR: X 2009 + X 2009 e z. 

Giải. 

Chứng minh quy nạp: S n = x“ + x 2 e z, Vn e N*. 

Sử dụng kết quả bài 5.9: S n -S n _j -5S n _2 = 0,Vn e N,n > 3.Trong đó: Sj=l; S 2 =ll. 
Bài 4.7 Tính giới hạn của dãy số 

^ 2-^2 +...+ \[2 


0 u n =rr- 


2 2 2 
V2 + V2 ^2 + ^2 + ... + v? 


sinx 


Giải. Trong bài này ta thừa nhận kết quả: lim 

X 


2 ) u n 


= 1 . 


^ 2-^2 + ... + ^ 


1. Quy nạp CT: . 2 —— 

\j2 + ^2 + ... + V 2 cos - 


7Ĩ 

IÍỈ+1 


, Vn. 


Khi đó: u n = 


1 n 

-= 2 .sin —— 


sin 


n 


n n 71 

cos — cos— cos—rr, 


ỉt 0 

• lim u n = -Ị- l im - 3 


n 


71 


2. Quy nạp CT: ^2 + V 2 + ...+ V 2 =2.cos^-; >/2 + V 2 + ••• + V 3 =2. 


= 2.COS- 


n 

3.2“ 


11. = - 


2-2COS— sin— 7 -r- 
2 " _ 2 1 


2 - 2 cos— : — sin 


lim M =ị 
3 


3.2” 


3.2 


«+l 
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PHẦN 3 . BÀI TẬP TƯƠNG Tự 

Bài 1 . CMR: w„ = 3 + 3 3 +3 5 +... + 3 2 "- 1 :30. v„ =12 2 " +1 +ir +2 !l33 

Bài 2 . Cho Xj, x 2 là nghiệm của phương trình X 2 -27x + 14 = 0. 

CMR S n = x" +x", v« e N. không chia hết cho 715. 

Bài 3 . Ký hiệu R n = ^2 + ^2 + -\/2 + ... + GÍ cân bậc hai n lần. 

CMR : cos -Ị— — Rị, sin-^- = ịj2 

2 '? 2 2 n 2 ^ w_2 

Bài 4 . Cho dãy (a n ) xác định : (n + 2)0 +1 )a n+2 - n 2 a n = 0 , Mn e 7V*, a x = 0 , a 2 = 1. Tìm a n ? 
Bài 5 . Cho dãy (S n ): 5„ =G^(2 + ^ + ^ + ... + ^), Mn e 7V*. 

2 2 3 n 

CM dãy (S n ) đơn điệu giảm và bị chặn dưới. 

Bài 6 . Cho các số nguyên a, b, c thỏa mãn điều kiện a 2 =b+l. 

Dãy số (u n ) được xác định: M 0 = 0, u n+ỉ = au n + b.u 2 + c ,Vn e iV. 

CMR mọi số hạng của dãy đều là số chính phương. 

Bài 7 . Cho hai dãy số a„ =2 2 ' ,+I +2" +1 +1; b n =2 2,!+1 -2" +1 + 1.V/I e Ap 

CMR với mỗi n chỉ có một và chỉ một trong hai số a n , b n chia hết cho 5. 

Bài 8 . Dãy(a n ) là một CSC, a n >0,VneN*. 


Giả sử: a x + a 2 +... + «„ =a; — + — + = J3. Tính p = a ư a 2 a n theo a,p. 

a x a 2 a n 

Bài 9 . Cho dãy (u n ): U n+Ị = 4 ,u n +5; (n > 1), Mj = 1. Xác định CTTQ tính u n ? S n ? 

Bài 10 . Cho dãy (!!„): I Tim CTTQ cùa u 0 , S 0 ? 

[«.«„+! = o + Ồ)m„ - -c,n> 2. 


Bài 11 . Ba số y/2,y/3,y/5 có thể cùng có mặt trong một CSC hay CSN được hay không? 

„ 111 1 

2 . -7 + - 7 — H—-7= + ...4 -——7=<2. 

1 2 n 2 3 2 3V2 4V3 (/í + l)Vn 


Bài 12. CMR V/ỉ eN*có : 1. ị+i + ...+^<-. 


Bài 13 . Tìm CTTQ của các dãy số sau: 


a) 



Wj = 1 

= u n +n(n + \),\/n > 1. 



Wj = u 2 =\ 

= u n+x +u„,n>0. 
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c).- 


W| =2 ,w 2 =5 
w „+2 =5 w„ +1 -6w„,h>0. 


d). 


Uị = 2-,u 2 = 0 

«„ - «„_! + 2m„_ 2 +1 = 0, n > 2. 


Bài 14 . Cho dãy (u n ) xđ: 


1 

w, = — 

1 2 

_2n-3 w . 

w„ = —-,, Vw > 1. 


CMR: ///«y. = 1. 


2 n 


n —1 ’ 


Bài 15 . Đặt /(«) = (n 2 + n + 1) 2 + l,\/n<E N* . Dãy (u n ) xđ: 


_/(l)./(3). f(2n-ỉ) , 

u„ = ' ' --,Vn G iV . 


CMi?: lim n^Jũ~ = — j=. 

V2 


/(2)./(4)./(2/0 

Bài 16 . Cho dãy số (u n ) có tính chất: « B+1 -2« (I +M n l = K,{Const)\/n > 1. 


Tính giới hạn lim= ? 

/ỉ 


Bài 17 . Cho dãy (u n ): 


0 < u < 2 


" 

[u n -2.u n+l +u n+2 >0,\/neN*. 


CMR: nịu n -u n+l ) <2,\/n e N*. 


Bài 18. Cho dãy (u n ): 


! M 1 = 2 

\u n = 3.W„_J + 2« 3 -9 n 2 + 9n - 3, n>\. 


CMR với p là số nguyên tố thì S p J: p. 
Bài 19 Cho dãy (a n ): a x = 1, a n = ^Jzã^+ĩ, Mn e iV*. 

Bài 20 Cho dãy (a n ): a, = ^,a 2 =ị,a„ = 


CMR: a„ =^b n -l =V2"-1. 


. CMR: a„ =— 


a " 2"- 1 + l 


Bài 21 Cho dãy (u n ): 


Mj = 1 


+8 _ * 

u n+l =-Zj22,VneN . 


ĩ.a n _ 2 -2.a n _ l 

và dãy (v n ): v n = u n - 2, V/7 e 7V*. 


CMR: V, =(-!)■ 

Bài 22 Có tồn tại CSN chứa đồng thời 3 phần tử: 2, 3, 5 không ? 

Có tồn tại CSC chứa đồng thời 3 phần tử: 1, V3, 3 không ? 
Bài 23 Cho a ì ,a 2 ,...,a k >0;k>2 thỏa mãn: a l +a 2 +... + a k > k. 

Đặt u n = a" + a 2 + V /2 <= N* . CMR (u n ) là dãy tăng. 
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